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 1．序
 イジング模型の動力学は，これまで秩序変数が局所的に保存するKawasakiダイナミックス
と，保存量の無いG1auberダイナミックスを用いて議論されてきた．例えば通常の2元合金の
スピノーダル分解では，最隣接原子間の交換を考えるため，Kawasakiダイナミックスの問題と
して捉えることができる．最近我々はKawasakiダイナミックスを一般化して，秩序変数が局
所的には保存しないが，大域的に保存するような新しいイジングダイナミックス（長距離交換
モデル）を提案し，2次相転移の臨界動力学と1次相転移のダイナミックス，特に一般化された
オストワルド成長を議論し（Hayakawa and Fami1y（1990）），一般化されたスピノーダル分
解を数値的，解析的に研究した（Hayakawa and Koga（1990））．本論ではこれらのうち1次
相転移の秩序化動力学を包括的に論じ，解説する．
 一般に交換型のイジング模型の緩和は，連続体近似を用いて局所的秩序変数s（r，玄）に対す
る次の方程式で記述される
（1．1） ∂㌣）一〃／（叶／（・一・）1δ辮），
ここで力（r，〆）はrと〆にあるスピンの交換確率である．自由エネルギー汎関数F｛s｝はイ
ジング模型と同じユニバーサリティクラスに属するものに共通たGinzburg－Landauの自由エ
ネルギーを用いる．最隣接スピン間の交換のみを考えると，連続極限で（1．1）式はよく知られた
保存系のTDGL（時間に依存したGinzburg－Landau）方程式に帰着する．しかしたがら高分子
ブレンドのように自由エネルギー汎関数F｛S｝はイジング模型と同じユニバーサリティクラ
スに属すと信じられたがら，相分離過程が局所的運動方程式で記述できない場合もある．特に
本稿では交換確率がスピン間の距離の関数として
                          1 （1．2）         力（r，〆）讐α                       l r一〆1μ十d’
で与えられる場合を考える．（1．2）式でパラメーターμを0＜μ＜2を満たすように選ぶと，交
換するスピン間の平均2乗距離が発散するため，本質的にKawasakiダイナミックスとは異
なった動力学的性質を示す．実際，Fourier空間で（1．1）式は
（・・） @  ∂S岳左」〃δ蒜広）・
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と書くことができる．但しティルダ記号のついたものは元の物理量のFourier変換を表し，工は
輸送係数の大きさを表すものとする．（1．3）式は秩序変数が局所的に保存する場合と保存量の
ない場合のTDGL方程式を内挿した形になっており，Onuki（1985）が最初に解析を試みてい
る．またKawasakiダイナミックスはスピン間の相互拡散によって起こることと対比して，こ
の長距離交換モデルはスピン間のレビフライトによって時間発展をしていくモデルといえる．
乱流中での粒子の運動がしばしばレビフライトで記述されることから（μ＝2／3）（Monin and
Yag16m（1975）），このモデルは乱流中の相分離を定性的に特徴づけていると思われる．
 2．界面の方程式
 2元合金，或はKawasakiダイナミックスに従うイジング模型を高温から低温に急冷すると，
平衡状態への緩和過程で様々たバターンを観測することができる．特に合金の組成比（或は上
向きと下向きのスピンの比）が1：1のとき，スピノーダル分解と呼ばれる互いに入り組んだパ
ターンの時間発展が観測される．一方，組成比が大きく異なる場合には界面エネルギーを減ら
すために球形のドロプレットが安定にたる．この場合Gibbs－Thomson効果によって小さいド
ロプレットから欠きたドロプレットに拡散流が生じ，時間と共にドロプレットの平均粒径は大
きくたっていく．この過程をオストワルド成長と呼ぶ．これらの過程は何れも保存系のTDGL
方程式を基にして記述できることはよく知られている．我々は自由エネルギー汎関数F｛s｝と
してイジング模型と同じユニバーサリティクラスに属するものを用いるため，長距離交換モデ
ルを用いても同様のプロセスが生じる．
 相分離の後期過程に特徴的なのはエネルギーが上向き，下向きスピンの領域の華界面に集中
するため界面のみに注目すればよいことである．そのため（1．3）式は
（2．1） σK（α）十〃・・（・（αい（〆））・（ハ
と簡単化できる（Kawasaki and Ohta（1983））．ここでαは界面に沿った座標を表し，r（α）
はαの位置，o（α）は界面の移動速度である．またK（α）は界面の平均曲率を表し，みは外場，
σは表面張力である．外場の存在は対称性の破れを意味しており，スピノーダル分解を論じる際
には尻＝0と置けばよい．（2．1）式に現れるグリーン関数G・（r，〆）はFourier空間でG。（α）＝
一1／工1α1μと定義され，実空間では1＜μ＜2に対し，
                         1（2・2）    G・（・・〆）＝．C（a，μ）工1、一〆1・一1・
という形を持つ．但しaは空間次元を表し，C（a，μ）はaとμに依存した数係数である．
 界面の方程式（2．1）によってダイナミックスの特徴が明らかにたる．即ち，各点の界面の曲率
を減らすようにグリーン関数（2．2）を介して質量移動が起こり，時間と共に粗いパターンに
なっていくことがわかる．特徴的長さは曲率半径の絶対値の平均で与えられ，一般に時間のべ
きで増大していく．0＜μ＜！の場合は単純たグリーン関数は存在したいがOnuki（1985），或は
Bray（1990）によるくりこみ群の解析によって界面の運動は局所的曲率で決定されることが示
されている．従って系の特徴的長さz（c）は
 （2．3）           Z（才）～左’／2，
という時間発展を示す．一方1＜μ＜2では（2．1）式の次元解析より
 （2．4）          Z（広）～広’八’十μ），
となることカミわかる．
 （2．5）
に帰着する．
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 3．オストワルド成長での粒径分布
 先に述べた通り組成比が著しく異なる場合には母相の中に球形のドロプレットが析出する．
析出相の体積比が小さくドロプレットの拡散が無視できる場合にはドロプレット間の衝突，合
体は考えたくてよい．従ってこの場合はオストワルド成長によって系の発展が特徴づけられる．
 この際のドロプレット粒径の発展方程式は（2．1）から導くことができる．球形のドロプレッ
トを考えるため界面の方程式は直ちに積分でき，重心がηにある半径見のドロプレットは
（3．1） 舳・黒■、等一一（a－1）守（久μ）（太一女），
という時間発展を示す．ここでんは単位a次元球の表面積でありR。＝（a－1）／2みは臨界半
径であり，（2．3）一（2．5）式に示すようだ時間発展をする．もちろんa＝3でμ＝2と置けば通常
のオストワルド成長の発展方程式に帰着する．（3．1）式で左辺第2項はドロプレット間の相関
を表している．一方，相関を無視すると（3．1）式から臨界半径より欠きたドロプレットのみが成
長することが理解できる．（3．1）式はドロプレット間の相関を含んでおり，そのままサイズ分布
などを論じることはできたい．しかしたがら析出相の体積比φが小さいときには相関の効果は
φ（d’μ”μで展開でき，困難なくサイズ分布を論じることができる．
 具体的にサイズ分布を議論するには粒径分布関数m（R，彦）に対するサイズ空間の連続の式
（・．・）    音・（・，1）・岳［舳，1）1一・，
及び質量保存則
（3．3） δ（1）一㌫一ｪra肝・（・，1），
を（3．1）式と連立させる必要がある．但し（3．3）式でC（才），C｛、は各時間才及び左＝Oでの析出
相の平均濃度であり，
1＜μ＜2に対し
 （3．4）
と置くことができる
（3．5）
 ソは原子の大きさを表す．更にサイズ分布のスケーリングを仮定すると
   m（R，C）：玄一（州’（’十μ）F（る）； る＝〃’バ1＋μ〕，
．ここでスケーリング関数F（2）は有隈のカットオフZ。を持ち
・（・）一 黶A（；：、）I…／∫、（字1、）／ for 2≦2o，
及び
               F（2）＝0  forz＞宕。，
という関数形を持つ．ここでω（2，8）はスゲ一ルされた過飽和度∫を用いて
（3．6） ω（・，1）一1寃ﾊ・・十÷）（…（・，μ〃一μ）一号，
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と表される．但しg（a，μ，z）はφ（d一μ）∫μに比例する多体効果を表す項である．
 （3．5），（3．6）式で求めたスケーリング関数を図1，2に示す．図1では3次元でφ→Oの極限
を取ったときのスケーリング関数のμ依存性を示している．図1からμ→2でLifshitz and
S1yozov（1961）の求めた関数形に一致し，μ→1でMarqusee and Ross（1983）が求めた界
面律速過程の場合のスケーリング関数にたる．図2では3次元で析出相の体積比を変えたとき
の関数形の変化を図示した．通常のオストワルド成長の場合と同様に，体積比の増加につれ半
値幅が広くたっていくが，μが小さいとその傾向が甚だしいように見える．これはμの減少に
伴い物質の輸送がより速くたるため，他のドロプレットの影響を受け易くなるためと解・釈でき
る．尚，体積比の減少につれ統計的揺らぎが大きくたるため，ここでの解析と数値実験との比
較は未だ試みていたい．数値実験との比較検討は以下でのスピノーダル分解の場合の解析に対
して行われる．
F（引
2．O一
1．。！
O．O
    0．O        O．6        1，2
        ㌍R／児、
図1．a＝3でφ→0の極隈を取ったときの粒径分
  布のスケーリング関数のμ依存性．但しa，
  b，cは各μ＝1．O，1，5，2．Oに対応している．
F（2）
lll
「 ・・、
。。1
 O．O        O．6        ！．2
        2＝灰／沢、
図2．粒径分布のスケーリング関数のφ依存性
   （6＝3，μ＝1．8）．但しa，b，cは各φ＝O，O．05，
  0，10に対応している．
4．スピノーダル分解の平均場理論
 この章では（2．1）式を出発点にしてスピノーダル分解の平均場理論を構成し，相関関数のス
ケーリング形を議論する．この平均場理論の妥当性は次章で述べるシミュレーションの結果と
比較することで実証される．
 そもそも通常のスピノーダル分解を第一原理から記述する理論は存在しない．しばしば用い
られるのはFurukawa（1985）によるスケーリング理論である．Furukawa惇散乱関数の波数
の大きいところと小さいところの漸近的振舞いを議論し，その内挿によって散乱関数のスケー
リング形を求めた．しかし，この理論では基礎方程式とのつながりが明確でたく，ここでの解
析には利用したかった．一方，最近Ohta’and Nozaki（1989）によって提唱された平均場理論
では大胆た近似を用いつつもスピノーダル分解の特徴を捉え，相関関数の振舞いをよく説明し
ている．ここではOhta and Nozakiの理論を改良，一般化することで相関関数の振舞いを予言
する．
 さて（2．1）式に戻ってみよう．組成比が1：1の場合は対称性の破れがないためゐ＝Oと置け
ばよい．スピノーダル分解の際に界面は複雑た配位を取るために界面に沿っての積分を実行す
ることはできたい．従って何らかの近似を行う必要がある．ここでOhtaandNozaki（1989）
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の理論を思い出してみる．簡単のため以下の議論は2次元に限定するが，3次元系に対しても同
様の議論は成り立つ．Ohta andNozakiは界面の成長が大域的には曲率の大きなところからの
拡散流によって決まり，局所的には界面の緩和で決まるとした（図3）．従って（2．1）式の積分
を局所的た部分と拡散流の部分に分割でき
（・．1） σK（ρ）“ρ’・・（・（ρ），・（ρ’））・（ρ∫）
             ・／・1・∫〃舳α），・（・））・／・小州・（αい（・）），
と書／ことが可能である．但し／・1・一∫・ω（α）ルαであ1・添字1一脚ま1一・は各注目し
ている界面の左側，右側を表している．注目している界面の曲率がそれほど大きくたいと仮定
すると界面の位置はある直線（z＝O）の回りを揺らいでいる．（4．1）式の第2項と第3項での積
分は，従って各z＜Oとz＞Oで実行される．平均場理論は界面の配置にそれほど依らない筈た
ので，Ohta and Nozakiにたらって更に単純化してみよう．（4．1）式の第2項と第3項での積分
は図4に示すように各2＝一Z。とz＝Z、でのものに置き換える．また2＝0近傍での界面の位
置は一価関数2＝！（ρ，広）にすることが可能である．従って（4．1）式は
（4．2） σK（ρ）一∫肌・（・（ρ），・（ρ’））・（ρ’）
    ・川ル［・・（・（ρ）一・（一・・，ρ’））一・・（・（ρ）一・（・・，ρ’））1，
と変形できる．ここでr（Z王，ρ）は位置ベクトルr（Z、，ρ）＝（Z、，ρ）を表し，拡散流の強さ∫（広）
はノ（広）＝く〃一〉＝一く。、〉である．Ohta and Nozakiの議論ではノー（左）の決定に曖昧さが残った
が，我々の理論ではどういう近似を行ったかがはっきりしている．（4．2）式で。（ρ，C）について
解いて界面の揺らぎで線形化を行うと
                     1  ∂！（ρ）～∂ゾ（ρ） （43）               o（ρ）＝                  一      ，                 ［1＋（▽ρ！（ρ））21’∫2∂左  ∂広
と
（4．4） ・（！）一寸1＋㍑）戸1一・舳
図3．スピノーダル分解での界面の配置と拡散流．
ρ
／（ρ，f）
ﾋ
一
∋
7． ∩  7， 2             －Z1     0     乃
図4．図3を単純化した模式図．
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と近似できるので
（4．5） ∂Ψ）一π町1局1μ一・［一σ糾・∫（1）「（2’措！πμ／2）1州／
という方程式が導かれる．ここでノ（広）の定義より
 （4．6）         ∫（C）～Z（左）／左・・グ”（’十μ），
と見積ることができ，特徴的長さZ（広）は（2．4）一ｮを満たすので
 （4．7）          Z、～Z（左）・・左’八’十μ），
と評価できる．ここでm一場を
 （4．8）                       m（r，左）＝z」！一（ρ，左），
で導入すると（4．5）式は（4．6）一（4，8）式を用いることで
（4．9） ∂牛）一1＋…炉…「（卜μ）妾m（πμ／2）1舳／
に帰着する．但しBは∫（C）Zぐ■2＝励一2八1＋μ〕によって定義されるフィッティングパラメーター
である．（4．3）式では輸送係数，表面張力は1と置いてある．もちろんμ→2の極限で，Ohta
and Nozaki（1989）の求めた式と一致する．
 （4．9）式は線形方程式なので解くことができる．一方Ohta（1984）によると界面が薄い極限
で相関関数はm」場を用いて
（4．10） ・（州一／∫（川舳）／一÷・・・…［〈m㍑粉）〉1，
で表される．従って2次元系では相関関数のスケーリング形C（κ）は
（4．11） 叶1峠÷一［「蒜1ギ1・
で与えられる．但しκ＝7／Z（C），Q＝αZ（C）であり，∫・（尾）はゼロ次のベッセル関数である．また
（4．11）式中でξ（Q）は
（4．12） ・（・）一・・’・1一・・岩・1－1・（・一μ）・・（πμ／・）／π
で与えられる．実際の関数形を求めるにはパラメーター3。を適当に選んで（4．12）式を数値積分
すればよい．
 この章を閉じるに当たって二つの注意を付け加えておく．先ず（4．1）式から（4．12）式までの
議論はパラメーターμが1＜μ＜2牟満たすときのみ有効であり，それ以外の場合にはまた異
なった議論が必要となる．最後に実験等で観測される散乱関数は相関関数と
（4．13） 舳一∫か・（・，1）・幻・ヒ1（1）・ア（刈入
という関係式で結ばれている．
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 5．シミュレーション及び理論との比較
 前章で提唱した理論の正当性を立証するためには実験かシミュレーションを行う必要があ
る．ここでは（1．3）式を離散化した
（5．1）      5（α，広十1τ）一5（α，1）＝一τC（α）ρ（α，〃），
をOono and Puri（1987）によって始められたセルダイナミックスの方法を用いて解いた．但
しτ＝1は離散化された時間の単位であり，ρ（α，彦）＝δF／δ∫（α，才）は化学ポテソジャノレの
Fourier成分である．また工（α）は（一▽2）”2で定義される微分演算子である．（5．1）式を解き，
Fourier変換を用いることで秩序変数の時間発展が得られる．実際のシミュレーションは初期
値依存性を避けるため10回のラゾを左＝5000まで行った．更に，用いたシステムの大きさはセ
ルを単位にして256x256である．図5に示したのはμ：0．5，μ＝1．0，μ；1．5に対するシミュ
レーションで得られた左＝5000でのパターンである．図中で黒地で示した部分では秩序変数が
正の値を持ち，白地では負の値を持つ．図からμの値が小さいときに非保存系で見られるもの
筆等慧籔澗簿誰
             驚会盟霞 薮 ．二嚢盛璽夢鑑遵羅亀製缶譲渤
     （。）        （b）        （・）
図5．シミュレーションによる界面の配置図．左から順にμ＝O，5，μ＝1．O，μ二1．5でのものである．
10 102      103 104
0．5
σ（チ）
0．1
0．05
図6．特徴的波数σ（土）＝Z（’）一と時間の対数プ
   ロット．（A），（B），（C）は各μ＝0．5，μ＝1．0，
  μ＝1．5に対応している．
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とよく似たパターンが得られ，μの値が大きいと，通常のスピノーダル分解で見られるものとよ
く似たパターンが観測される．図6には特徴的波数，α（左）＝Z（左）一’の時間発展を示した．大体
左＞103で時間のべき則に従うことがわかり，μ＝0．5に対してZ（云）～ξα（α＝0．51±O．09）を得，
μ＝1．5では指数はα＝O．39±O．02となった．これらは（2．3），（2．4）式での理論式と非常によい一
致を見ている．一方μ＝1に対して指数を見積るとα＝O．44±0．0戸というやや小さい値を得る
が，対数補正を考慮するとZ（広）～（宕／1n左）bで指数ばる＝O．50±O．03どたり（2．5）式と一致して
∫（Q）
1．0
0 τ＝3000
△  T＝4000
＋ T＝5000
0．5
工
＼
  者
0．0
      0．0      5，0      10．0 ρ＝σZ（ナ）
図7．散乱関数のスケーリングプロット（μ＝1，5）．実線は理論で予言されたものである．
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1刀1
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・＼
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＋ T：5000
十
雫
＼
        雫
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O．0          1．5 3・0 κ＝γ／Z（チ）
図8．、相関関数のスケーリングプロット（μ＝1．5）．実線は理論で予言されたものである．
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いる．
 図7セはμ＝1．5に対し散乱関数のスケーリングプロット及び理論との比較を示した．実線で
示した理論曲線は（4．11）式で3＝1．Oと選んだものであり，数値データと驚くほど一致してい
る．図8に示した相関関数のスケーリングを見ると更に特徴がはっきりする．やはり実線で示
した理論曲線と数値データはよい一致を見ている．κ＝7／z（広）が小さいところで実験値が小さ
た値を持つのは，界面の厚さが実際には有限の値を持つからである．従ってシミュレーション
時間を長く取れば取るほどκ＝Oでの相関関数の値は1に近づくが，決して1にたることはた
い．その他散乱関数の波数の大きいところと小さいところg漸近的振舞いも論じたが，紙数の
関係上説明を省くことにする．詳細は原論文（Hayakawa andKoga（1990））を参考にされた
い．
 本稿では長距離交換モデルを導入してその秩序化動力学を論じた．特徴的長さは本文中の
（2．3）一（2．5）式に示される発展則に従い，散乱関数及び相関関数は特徴的長さでスケールされる
ことを理論的，数値的に見いだした．更にスピノーダル分解に対して平均場理論を導入するこ
とで数値実験で見いだされた散乱関数及び相関関数のスケーリング形を説明することに成功
し，オストワルド成長に対してドロプレットのサイズ分布を予言した．
参考文献
Bray，A．J．（1990）．Renormalization－group approach to domain－growth sca1ing，P妙s．地。．且，41．
   6724－6732．
Furukawa，H．（1985）．A dynamic sca1ing assumption for phase separation，λ〃加P妙s．，34，703－750，
Hayakawa，H．and Fami1y，F．（1990）．Dynamics in a1ong－range exchange mode1，P妙s～cαλ，166，408－
   429．
Hayakawa，H．and Koga，T．（1990）．SpinodaI decomposition in a long－range exchange mode1，∫
   jP尻ツ＆ ∫0αノ4クαm，59．3542－3552．
Kawasaki，K．and Ohta，T．（1983）．Kinetics of舳。tuations for systems undergoing phase transitions，
   P％ツ∫タ。αノ1，118，175－190．
Lifshitz，I．M，and S1yozov，V．V．（1961）．The kinetics of precipitation from supersaturated solid
   solutions，ノニP％ツ＆ Cゐem．∫oκ∂5，19，35－50．
Marqusee，J．A．and Ross，J．（1983）．Kinetics of phase separations：theory of Ostwa1d ripening，∫
   Cゐemっ．j『％ツs．，79，373－379．
Monin，A．S．and Yag1om，A．M．（1975）．∫去α桃枕αZ〃m；a Mec肋m伽VoI．2，Chap．24，MIT Press，
   London．
Ohta，T．（1984）．Sca1ing1aw in the ordering process of quenched thermodynamicany unstab1e
   systems，λmm．P妙∫ゴ。s，163，31－66，
Ohta，T．and Nozaki，H．（1989）．Sca1ed correlation fmction in the late stage of spinoda1decomposi－
   tion，助αce一ηme0惚mづm左5om肋MαcγomoZeomZm FZm炊（eds．F．Tanaka，M．Doi and T．
   Ohta），51－57，Springer，Ber1in．
Onuki，A、（1985）．Dynamics of noninteger derivative models，Pm馳〃eomたP妙∫．，74．1155－1157．
Oono，Y．and Puri，S。（1987）．Computationa11y e箭。ient mode1ing of ordering of quenched phases，
   P％ツs．jモev．工e〃．，58，836－839．
72 Proceedings of the Institute of Statistica1Mathematics Vo1．39，No．1，63－72（ユ991）
Dynamics of Ordering Processes in a Long－range Exchange Mode1
            Hisao Hayakawa＊and Tsuyoshi Koga
              （Facu1ty of Science，Kyushu University）
   We introduce amode1inwhichtheexchangeprobabi1ityρ（r1，r2）ofabinarymateria1
（Ising mode1）is a power1aw fmction of the distance between the exchanged part手。1es at
r1and r2asρ（r1，r2）oc l r1－r21’μ’d，where6isthe spatia1dimension and0＜μ＜2．Using
a coarse－grained picture，it is shown that our mode1be1ongs to the same universa1ity c1ass
as that of a noninteger derivative mode1for the time－dependent Ginzburg－Landau（TDGL）
equation．We consider phaseseparationsusingthe1ong－rangeexchangemode1．Weind
that the system has characteristics of the nonconserved system and the motion of the
interface is determined by its Ioca1curvature and the characteristic1ength Z（去）obeys Z（広）
斗1／2for0＜μ≦1．On the other hand，for1＜μ＜2，the equation of motion has a non1oca1
form包nd the characteristic1ength Z（広）obeys Z（広）1広1’（1＋μ）．We ana1yze the detai1s of
sca1ing properties of the phase separation．In the off－critica1quench we find that the
genera1ized Ostwa1d ripening takes p1ace and obtain the sca1ing function for the drop1et
size distribution．In the critica1quench we丘nd that the genera1ized spinoda1decomposi－
tion takes p1ace and determine the sca1ing form of the scattering fmction．
Key words：Long－range exchange mode1，TDGLequation，Ostwa1d ripening，spinoda1decomposition．
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